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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: ΣΥΣΤΗΜΑ ∆ΥΟ ∆ΕΞΑΜΕΝΩΝ ΜΕ ΑΛΛΗΛΕΠΙ∆ΡΑΣΗ 
 
Θεωρούµε το σύστηµα των δύο δεξαµενών µε αλληλεπίδραση του σχήµατος 1. Για το 
σύστηµα αυτό θα διατυπώσουµε το µαθηµατικό µοντέλο και θα µελετήσουµε τη 
δυναµική του συµπεριφορά κάνοντας χρήση του Control System Toolbox του Matlab.  
Κατά τη µοντελοποίηση ενός συστήµατος, πριν την καταγραφή των εξισώσεων που το 
διέπουν καλό είναι να κάνουµε κάποιες παραδοχές έτσι ώστε να απλοποιείται η 
διαδικασία. Στην προκειµένη περίπτωση θα υποθέσουµε ότι η ροή του υγρού είναι 
στρωτή (NRE<2000) έτσι ώστε η σχέση που συνδέει το ρυθµό ροής του υγρού στο σωλήνα 
µε το ύψος της στάθµης του υγρού στη δεξαµενή να είναι γραµµική. Επίσης κάνουµε την 
παραδοχή ότι η πυκνότητα του υγρού παραµένει σταθερή (ασυµπίεστο ρευστό).  
Παρακάτω δίνονται τα ισοζύγια µάζας για τις δύο δεξαµενές: 
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όπου: 
 Α1, Α2: οι διατοµές των δεξαµενών 1 και 2 αντίστοιχα (m2) 
 h1, h2: το ύψος της στάθµης του υγρού στις δεςξαµενές 1 και 2 αντίστοιχα (m) 
 ρ: η πυκνότητα του υγρού (m3/kg)  (σταθερή) 
 q0: ο ογκοµετρικός ρυθµός εισροής του υγρού στη δεξαµενή 1 ( m3/sec) 
 q1: ο ογκοµετρικός ρυθµός εκροής του υγρού από τη δεξαµενή 1 ( m3/sec) 

q2: ο ογκοµετρικός ρυθµός εικροής του υγρού από τη δεξαµενή 2 ( m3/sec) 
 t: χρόνος (sec)  
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Ο ρυθµός ροής από τη δεξαµενή 1 στη δεξαµενή 2 δίνεται από τη σχέση: 
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h hq
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=           (3) 

 
Για το ρυθµό εκροής από τη δεύτερη δεξαµενή έχουµε: 
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2
2

2

hq
R

= (4) 

Αντικαθιστώντας τις (3), (4) στις (1) και (2) και λαµβάνοντας υπόψη τις παραδοχές που 
κάναµε στην αρχή, παίρνουµε: 
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−
= − 2 (5) 
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Ο µετασχηµατισµός Laplace των δύο αυτών εξισώσεων δίνει: 

{ } { } { } { }1 1 1 0 1 2( ) ( ) ( ) ( )T sL H t R L Q t L H t L H t= − +  (7) 
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όπου Η1(t) = h1(t)-h1,eq     , Η2(t) = h2(t)-h2,eq   ,   q0(t) = q0(t)-q0,eq , q1(t) = q1(t)-q1,eq   ,
q2(t) = q2(t)-q2,eq  ,  οι µεταβλητές απόκλισης γύρω από την κατάσταση ισορροπίας. 

Έτσι εάν θεωρήσουµε σαν είσοδο του συστήµατος το ρυθµό εισροής στη δεξαµενή 1 
(Q0(s)) και σαν έξοδο το ύψος της στάθµης του υγρού στη δεξαµενή 2 (H2(s)) , η 
συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος είναι: 

2 2
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όπου Τ12=Α1R2. 

Αν θεωρήσουµε σαν έξοδο του συστήµατος το ρυθµό εκροής από τη δεύτερη δεξαµενή, 
παίρνουµε: 
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Τα παραπάνω αποτυπώνονται και στα στοιχεία του διαγράµµατος βαθµίδων του 
συστήµατος: 
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Παρατηρούµε ότι προκύπτει ένα σύστηµα 2ης τάξης, η συνάρτηση µεταφοράς του οποίου 
µπορεί να έλθει στη µορφή: 

2 2( )
2 1
KG s

T s Tsζ
=

+ +
        (11) 

µε 1 2T TT=  και 1 2 1

1 22
ζ Τ +Τ +Τ
=

Τ Τ
2 R A, όπου T12 2 1=  

 
1. ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ∆ΥΝΑΜΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ CONTROL SYSTEM 
TOOLBOX 
 
Στη συνέχεια θα δούµε πως µπορούµε να εισάγουµε το σύστηµα αυτό στο Matlab υπό τη 
µορφή συναρτήσεως µεταφοράς και πώς µπορούµε να µελετήσουµε τη δυναµική 
συµπεριφορά αυτού. 
Ας υποθέσουµε ότι οι διατοµές των δύο δεξαµενών και οι αντιστάσεις των δύο βαλβίδων 
είναι γνωστά µεγέθη και ίσα µε: 
 
Α1=1 m2 

Α2=2 m2

R1=3 sec/m2 

R2=1 sec/m2

 
Εισάγουµε κατά τα γνωστά τις τιµές αυτές στο χώρο εργασίας ( Workspace) του Matlab 
από το παράθυρο εντολών (Command Window). Στη συνέχεια υπολογίζουµε το 
χαρακτηριστικό χρόνο και το λόγο απόσβεσης: 
>>T1=A1*R1 
>>T2=A2*R2 
>>T12=A1*R2 
>>T=sqrt(T1*T2) 
>>zhta=(T1+T2+T12)/(2*sqrt(T1*T2)) 
>>num=R2 
>>den=[T1*T2 T1+T2+T12 1] 
Κατά τα γνωστά, η ευστάθεια του συστήµατος εξαρτάται από το πρόσηµο των ριζών της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης: 

2 2 2 1T s Tsζ+ + = 0          (12) 
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Για να υπολογίζουµε τις ρίζες του πολυωνύµου στο Matlab, γράφουµε: 
>>poles=roots(den) 
 
Για σύστηµα δευτέρου βαθµού θα πάρουµε σαν έξοδο το διάνυσµα poles διαστάσεων 
2×1. 
poles = 
   -7.886751345948129e-001 
   -2.113248654051871e-001 
 
Η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος εισάγεται στο Matlab µε την εντολή 
sys=tf(num,den), όπου num είναι ο αριθµητής της συνάρτησης µεταφοράς και den είναι 
ο παρανοµαστής.  
 
>>sys=tf(num,den) 
 
Στην έξοδο θα πάρουµε: 
 
Transfer function: 
       1 
--------------- 
6 s^2 + 6 s + 1 
 
Για να πάρουµε τις µηδενικές θέσεις, τις ρίζες και το συντελεστή ενίσχυσης της 
συνάρτησης µεταφοράς πληκτρολογούµε [z,p,k]=tf2zp(num,den). Για το παράδειγµα µας 
παίρνουµε: 
z = 
   Empty matrix: 0-by-1 
p = 
   -7.886751345948129e-001 
   -2.113248654051871e-001 
k = 
    1.666666666666667e-001 
 
Ένας άλλος τρόπος εισαγωγής συναρτήσεως µεταφοράς στο Matlab είναι µε χρήση της 
εντολής sys=zpk(z,p,k), όπου µε z,p,k συµβολίζονται οι µηδενικές τιµές (οι ρίζες του 
αριθµητή), οι πόλοι (οι ρίζες του παρανοµαστή) και ο συντελεστής ενίσχυσης της 
συνάρτησης µεταφοράς. 
 
>>sys_zpk=zpk(z, p, k) 
 
Στην έξοδο θα πάρουµε την ίδια συνάρτηση µεταφοράς µε αυτή της εντολής 
sys=tf(num,den): 
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Zero/pole/gain: 
       0.16667 
--------------------- 
(s+0.7887) (s+0.2113) 
 
Στην περίπτωση που το σύστηµα παρουσιάζει χρόνο υστέρησης (π.χ. διέλευση του 
ρευστού από αγωγό) τότε αυτή µπορεί να εισαχθεί στο Matlab µε την εντολή tf ως 
κάτωθι: 
>>sys=tf(num,den,’inputdelay’, tau) 
 
όπου µε tau συµβολίζεται ο χρόνος υστέρησης ή νεκρός χρόνος. Έτσι στην περίπτωση 
που θέλουµε να εισάγουµε χρόνο υστέρησης ίσο µε 5 sec στο σύστηµα των δύο 
αλληλεπιδρωσών δεξαµενών: 
 
>> sys_tfdelay=tf(num,den,'inputdelay', 5) 
  
Η συνάρτηση µεταφοράς που θα πάρουµε στην έξοδο θα είναι:  
                          1 
exp(-5*s) * --------------- 
                   6 s^2 + 6 s + 1 
 
 
Το Control System Toolbox του Matlab µας δίνει τη δυνατότητα να πάρουµε ορισµένες 
πληροφορίες για το µοντέλο µας, µε χρήση των παρακάτω εντολών: 
>>size_sys=size(sys) Επιστρέφει ένα διάνυσµα 1×2 το πρώτο στοιχείο 

του οποίου είναι ο αριθµός εισόδων και το δεύτερο 
ο αριθµός εξόδων του µοντέλου, εν προκειµένω µία 
είσοδος και µία έξοδος 

 
>>ndims_sys=ndims(sys) Επιστρέφει τον αριθµό διαστάσεων του µοντέλου 
 
>>delay_sys=hasdelay(sys) Εξετάζει αν το σύστηµα περιέχει νεκρό χρόνο. 

Επιστρέφει τον αριθµό 1 αν περιέχει και το 0 
διαφορετικά 

 
>>poles_sys=pole(sys) Επιστρέφει τους πόλους του συστήµατος, δηλαδή 

τις ρίζες της χαρακτηριστικής του εξίσωσης 
 
>>zeros_sys=zero(sys) Επιστρέφει τις µηδενικές θέσεις του συστήµατος, 

δηλαδή τις ρίζες του αριθµητή της συναρτήσεως 
µεταφοράς 

>>dcgain_sys=dcgain(sys) Επιστρέφει το συντελεστή ενίσχυσης K του 
συστήµατος 
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>>[p,z]=pzmap(sys) Επιστρέφει τους πόλους και τις µηδενικές θέσεις 

του συστήµατος. Αν χρησιµοποιηθεί χωρίς να 
οριστεί κάποια έξοδος (δηλ. pzmap(sys)) το Matlab 
µας δίνει γραφικά τους πόλους και τις µηδενικές 
θέσεις. 

>> [r,p,k]=residue(num,den) Αναλύει την κλασµατική συνάρτηση σε άθροισµα 
µερικών κλασµάτων: 

1 2

1 2

( ) ....
( )

n

n

rr rnum s k
den s s p s p s p

= + + + +
− − −

  

 
Το Control System Toolbox έχει τη δυνατότητα να εκτελεί πράξεις µεταξύ συναρτήσεων 
µεταφοράς, διευκολύνοντας έτσι το έργο του χρήστη.  
Το Matlab µπορεί να εκτελεί βασικές πράξεις µε συναρτήσεις µεταφοράς κατά τον ίδιο 
τρόπο που εκτελεί πράξεις για βαθµωτά και διανυσµατικά µεγέθη. Για παράδειγµα έστω 
ότι δύο βαθµίδες είναι παράλληλα συνδεδεµένες, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
 
 

+ 

1
s

 

+ 

1
2

s
s
+
+

 

Ως γνωστό, όταν δύο βαθµίδες είναι συνδεδεµένες 
παράλληλα, το σήµα εξόδου ισούται µε το 
άθροισµα των δύο επιµέρους σηµάτων. Οπότε 
γράφουµε στο Matlab: 
>>tf(1,[1 0])+tf([1 1],[1 2])  
και παίρνουµε τη συνάρτηση µεταφοράς: 

s^2 + 2 s + 2 
------------- 
s^2 + 2 s 

 
Εναλλακτικά µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την εντολή parallel: 
>>sys1= tf(1,[1 0]) 
 
>>sys2= tf([1 1],[1 2]) 
>>sys=parallel(sys1,sys2) 
 

Ως γνωστό, όταν δύο βαθµίδες είναι συνδεδεµένες 
σε σειρά, το σήµα εξόδου ισούται µε το γινόµενο 
των δύο επιµέρους σηµάτων: 1

2
s
s
+
+

 1
s

 
>> tf(1,[1 0])*tf([1 1],[1 2]) 
Η συνάρτηση µεταφοράς που προκύπτει είναι: 
s + 1 
--------- 
s^2 + 2 s 
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Εναλλακτικά µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την εντολή series: 
>>sys1= tf(1,[1 0]) 
>>sys2= tf([1 1],[1 2]) 
>>sys=series(sys1,sys2) 
 
 
 

- 

1
s

 

1
2

s
s
+
+

 

+ Στην περίπτωση που έχουµε σύστηµα κλειστού 
βρόγχου, για τον υπολογισµό της συνάρτησης 
µεταφοράς χρησιµοποιούµε την εντολή feedback: 
>>sys_fb=feedback(sys1,sys2,-1) 
Όπου το τρίτο όρισµα στην εντολή περιγράφει το 
πρόσηµο της ανατροφοδότησης. Έτσι, παίρνουµε 
τη συνάρτηση µεταφοράς: 

s + 2 
------------- 

s^2 + 3 s + 1 
 
Για το παράδειγµα των δύο δεξαµενών είδαµε ότι το διάγραµµα βαθµίδων µπορεί να 
πάρει την παρακάτω µορφή. Πως µπορούµε να υπολογίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς 
κλειστού βρόγχου µεταξύ του ρυθµού εισροής στη δεξαµενή 1, Q0(s), και του ρυθµού 
εκροής από τη δεξαµενή 2, Q2(s), χρησιµοποιώντας το Matlab; 
 
 

+ 

- 

 Q0(s) Q2(s) 

2

2
2

1( )
1

G s
A R s

=
+1

1 1

1( )
1

G s
A R s

=
+

 

2 1R A s

  
 
 
 
 
 
 
Υπολογισµός της συνάρτησης µεταφοράς  Q0(s)/ Q2(s) από το διάγραµµα βαθµίδων 
 
>>syst1=tf(1,[T1 1]); 
>>syst2=tf(1,[T2 1]); 
>>sys3=tf([T12 0],1); 
>>sysseries=series(syst1,syst2); 
>>sysfb=feedback(sysseries,sys3,-1) 
 
Η συνάρτηση µεταφοράς που παίρνουµε είναι:  

1 
--------------- 

6 s^2 + 6 s + 1 
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2. ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΚΑΙ ΑΝΑΛΥΣΗ ∆ΥΝΑΜΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ CONTROL 
SYSTEM TOOLBOX 
 
Αφού έχουµε µοντελοποιήσει το δυναµικό σύστηµα υπό µορφή συνάρτησης µεταφοράς 
και το έχουµε εισάγει στο χώρο εργασίας, το Matlab µας δίνει τη δυνατότητα να 
αναλύσουµε τη δυναµική του συµπεριφορά και να εξάγουµε χρήσιµα συµπεράσµατα 
σχετικά µε την ευστάθειά του. Έτσι µπορούµε να παραστήσουµε γραφικά τη δυναµική 
απόκριση του συστήµατος σε βηµατική, παλµική και οποιουδήποτε άλλου είδους 
επιβολή επιθυµούµε. 
 
2.1 Ανάλυση δυναµικών συστηµάτων στο πεδίο του χρόνου 
 
Οι παρακάτω εντολές όταν χρησιµοποιηθούν χωρίς να ορίσουµε κάποια έξοδο, µας 
δίνουν απευθείας την καµπύλη της δυναµικής απόκρισης στο πεδίο του χρόνου σε 
συνήθεις µεταβολές του σήµατος εισόδου: 
 
step(sys) ∆ιάγραµµα απόκρισης δυναµικού συστήµατος σε βηµατική 

επιβολή 
impulse(sys) ∆ιάγραµµα απόκρισης δυναµικού συστήµατος σε παλµική 

επιβολή 
[u,t]=gensig(type,tau) Παράγει το βαθµωτό σήµα u µε περίοδο tau. Οι ακόλουθοι 

τύπο σήµατος είναι διαθέσιµοι: 
 ‘sin’  Ηµιτονικό σήµα  
 ‘square’ Τετραγωνικό σήµα 
 ‘pulse’  Παλµικό σήµα 
lsim(sys,u,t) ∆ιάγραµµα απόκρισης δυναµικού συστήµατος σε 

οποιαδήποτε επιβολή καθορίσουµε. Για παράδειγµα αν 
θέλουµε την απόκριση του συστήµατος σε ηµιτονοειδή 
επιβολή, γράφουµε στο Matlab: 

 t = 0:0.01:5;   
u = sin(t);  
lsim(sys,u,t)         

     
Οι εντολές αυτές είναι χρήσιµες για µία πρώτη ανάλυση ευστάθειας του συστήµατος. 
Ωστόσο δεν παράγουν δεδοµένα. Στην περίπτωση που θέλουµε να πάρουµε δεδοµένα 
πρέπει να χρησιµοποιηθεί η παρακάτω σύνταξη: 
 
[y,t]=step(sys) ∆ίνει στην έξοδο το διάνυσµα y της απόκρισης της εξόδου 

του συστήµατος και το διάνυσµα του χρόνου t 
 
 
 
 
 
 

 10



Μονάδα Αυτόµατης Ρύθµισης και Πληροφορικής 
Σχολή Χηµικών Μηχανικών ΕΜΠ 
Μοντελοποίηση και Προσοµοίωση ∆υναµικών Συστηµάτων στο Control System Toolbox του MATLAB 
Ακαδηµαϊκό Έτος 2003-2004  
 
2.2 Ανάλυση δυναµικών συστηµάτων στο πεδίο των συχνοτήτων 
 
Η συχνοτική απόκριση χρησιµοποιείται ευρέως τόσο για την ανάλυση ευστάθειας 
δυναµικών συστηµάτων όσο και για το σχεδιασµό ρυθµιστών. Περιγράφει την απόκριση 
του συστήµατος σε ηµιτονοειδή είσοδο συχνότητας ω. Ένα από τα πιο σηµαντικά 
εργαλεία της ανάλυσης στο πεδίο των συχνοτήτων είναι οι καµπύλες Bode. Οι καµπύλες 
αυτές µας δείχνουν την εξάρτηση του λόγου των ευρών ( )( )G jω  και της διαφοράς 

φάσης ( )( )G jω<  από τη συχνότητα ω (ανεξάρτητη µεταβλητή). Οι καµπύλες Bode µας 
δίνουν πληροφορίες για την ευστάθεια, τη σχετική ευστάθεια και χρησιµοποιούνται στο 
σχεδιασµό ρυθµιστών. Η σύνταξη της εντολής bode µπορεί να πάρει τις παρακάτω 
µορφές: 
 
bode(sys) ∆ιάγραµµα της συχνοτικής απόκρισης Bode (καµπύλες 

λόγου ευρών σε dB και διαφοράς φάσης σε µοίρες). Το 
διάνυσµα των συχνοτήτων επιλέγεται αυτόµατα. Για να 
µετατρέψουµε από dB σε απόλυτες τιµές κάνουµε δεξί κλικ 
πάνω στο σχήµα και επιλέγουµε επιλέγουµε: Properties →  
Units →  Magnitude in absolute 

bode(sys,w) ∆ιάγραµµα συχνοτικής απόκρισης Bode για το 
καθορισµένο από το χρήστη διάνυσµα συχνοτήτων 

[mag,phase,w]=bode(sys) Επιστρέφει το λόγο των ευρών και τη φάση ως διανύσµατα 
στήλες και αυτόµατα επιλέγει τα σηµεία των συχνοτήτων. 

 
Χρησιµοποιώντας την εντολή margin παίρνουµε τα περιθώρια ενίσχυσης και φάσης: 
>>[Gm,Pm,wcg,wcp]=margin(mag,phase,w) 
 
Τα ορίσµατα της εντολής margin είναι τα διανύσµατα λόγου των ευρών, φάσης και 
συχνοτήτων που προκύπτουν από την εντολή bode. Σαν έξοδο παίρνουµε το περιθώριο 
ενίσχυσης (Gm) και φάσης (Pm) και τις αντίστοιχες συχνότητες. Κατά τα γνωστά, το 
περιθώριο ενίσχυσης ορίζεται ως το αντίστροφο του λόγου των ευρών στη συχνότητα για 
την οποία φ=-1800 ( )( 0180G jω< = − ) . Το περιθώριο φάσης ορίζεται ως 

, όπου µε ω( ) 0180cPm G jω=< + c συµβολίζεται η συχνότητα για την οποία ο λόγος των 

ευρών γίνεται ίσος µε τη µονάδα ( )( )1cG jω = . Για να είναι ένα σύστηµα ευσταθές θα 

πρέπει το περιθώριο ενίσχυσης να είναι µεγαλύτερο της µονάδας. 
 
Εναλλακτικά µπορούµε να αναλύσουµε τη δυναµική απόκριση συστηµάτων 
χρησιµοποιώντας τον LTI Viewer, ένα πολύ χρήσιµο και εύχρηστο εργαλείο του Control 
System Toolbox. 
Για να ενεργοποιήσουµε τον LTI Viewer πληκτρολογούµε στο παράθυρο εντολών: 
>>ltiview 
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Στη συνέχεια επιλέγουµε File Import… και το σύστηµα το οποίο θέλουµε να 
αναλύσουµε. Σηµειώνεται ότι το σύστηµα αυτό πρέπει να υπάρχει είτε στο χώρο 
εργασίας είτε αποθηκευµένο ως mat-file. Αµέσως µόλις επιλέξουµε το σύστηµα, 
παρατηρούµε ότι το LTI viewer έχει παραστήσει γραφικά την απόκριση του σε βηµατική 
επιβολή. 

→

Κάνοντας δεξί κλικ πάνω στο σχήµα και επιλέγοντας characteristics µπορούµε να δούµε 
πάνω στο διάγραµµα ορισµένα χαρακτηριστικά του συστήµατος όπως το χρόνο 
ανυψώσεως (rise time), κλπ. Ακόµα, µπορούµε να µεταβάλλουµε τα χαρακτηριστικά του 
διαγράµµατος (όρια αξόνων, ορισµός του χρόνου ανυψώσεως, κλπ) κάνοντας δεξί κλικ 
και επιλέγοντας properties. Επίσης κάνοντας δεξί κλικ και επιλέγοντας plot types 
µπορούµε να δούµε την απόκριση του συστήµατος και σε άλλες επιβολές, καθώς και τα 
διαγράµµατα Bode, Nyquist και Nichols. 
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